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О СПЕКТРЕ ДВУМЕРНОГО ОБОБЩЕННОГО ПЕРИОДИЧЕСКОГО
ОПЕРАТОРА ШРЕДИНГЕРА1
Доказана абсолютная непрерывность спектра двумерного обобщенного периодического оператора Шредингера
с непрерывной метрикой g и скалярным потенциалом V , если коэффициенты Фурье функций g±1/2 удовлетво-
ряют условию
∑
|N |1/2|(g±1/2)N | < +∞ и скалярный потенциал V имеет нулевую грань относительно оператора
−∆ в смысле квадратичных форм.
Ключевые слова: обобщенный оператор Шредингера, абсолютная непрерывность спектра, периодический по-
тенциал.
Введение
Рассмотрим двумерный обобщенный периодический оператор Шредингера











действующий в L2(R2), где положительная функция g : R2 → R и скалярный потенциал V :
R
2 → R — периодические функции с общей решеткой периодов Λ ⊂ R2 и g, g−1 ∈ L∞(R2).
Пусть {Ej} — базис решетки Λ, K — элементарная ячейка решетки Λ, K∗ — элементар-
ная ячейка обратной решетки Λ∗ с базисными векторами E∗j , удовлетворяющими условиям
(E∗j , El) = δjl (где δjl — символ Кронекера). Скалярные произведения и нормы в простран-
ствах L2(R2) и L2(K) вводятся обычным образом, при этом предполагается линейность по
второму аргументу (в обозначениях пространство L2(K) не всегда будет явно указываться).
Пусть Hs(R2) — класс Соболева порядка s > 0, H˜s(K) — множество функций ϕ : K → C,
периодические продолжения которых (с решеткой периодов Λ) принадлежат Hsloc(R
2). Функ-
ции, определенные на элементарной ячейке K, в дальнейшем будут также отождествляться с





ϕ(x) e−2pii (N,x) dx , N ∈ Λ∗,
обозначаются коэффициенты Фурье функций ϕ ∈ L1(K), где v(.) — мера Лебега на R2.
Пусть LΛ(R
2) — множество периодических с решеткой периодов Λ ⊂ R2 функций F ∈
L2loc(R
2;C) таких, что для любой функции ϕ ∈ H1(R2) функция Fϕ принадлежит пространству
L2(R2) и для любого ε > 0 существует константа Cε,F > 0 такая, что для всех функций
ϕ ∈ H1(R2)





2) обозначим множество непрерывных периодических с решеткой периодов Λ ⊂
R






2pi|N |) 12 |fN | < +∞.
Следующая теорема является основным результатом данной работы.
1Работа поддержана грантом РФФИ № 12–01–00195.
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Т е о р е м а 0.1. Спектр обобщенного периодического оператора Шредингера (0.1) абсо-
лютно непрерывен, если
√
|V | ∈ LΛ(R2) и для положительной функции g : R2 → R функции
√





Двумерный обобщенный периодический оператор Шредингера













рассматривался в [1–8]. При этом скалярный и векторный потенциалы V : R2 → R и
A : R2 → R2, а также матричная функция (метрика) Ĝ = {Gjl}j, l=1, 2 предполагаются перио-
дическими с общей решеткой периодов Λ ⊂ R2.Матричная функция Ĝ является вещественной,
симметрической и положительно определенной и, кроме того, c1Î 6 Ĝ(x) 6 c2Î при почти всех
(п.в.) x ∈ R2, 0 < c1 6 c2 (Î — единичная 2× 2-матрица).
В [8] доказана абсолютная непрерывность спектра оператора (0.3), если
det Ĝ ∈ H1loc(R2) ,
∂
∂xj
det Ĝ ∈ LΛ(R2) , j = 1, 2 , (0.4)
Aj ∈ LΛ(R2) , j = 1, 2 , (0.5)
и скалярный потенциал V определяется как обобщенная функция dµdx , где µ — периодиче-
ский борелевский заряд, удовлетворяющий некоторым дополнительным условиям (см. [7]). В
частности, можно предполагать, что V : R2 → R — измеримая функция и
√
|V | ∈ LΛ(R2).
В доказательстве используется периодическая изотермическая замена координат, приводящая
матричную функцию Ĝ к скалярному виду gÎ . Другое доказательство абсолютной непрерывно-
сти спектра оператора (0.3), не использующее периодической замены координат и опирающееся
на результаты о двумерном периодическом операторе Дирака, приведено в [9–11]. В [11] на мат-
ричную функцию Ĝ и векторный потенциал A накладывались те же ограничения (0.4) и (0.5),
а скалярный потенциал V задавался в виде эрмитовой формы V(ψ,ϕ) в L2(R2) с областью
определения Q(V) = H1(R2) ∋ ψ, ϕ, для которой
1) V(ψ(. −N), ϕ(. −N)) = V(ψ,ϕ) для всех ψ, ϕ ∈ H1(R2) и всех N ∈ Λ;
2) V(e i (k,x)ψ,ϕ) = V(ψ, e−i (k,x)ϕ) для всех k ∈ R2 (и всех ψ, ϕ ∈ H1(R2));
3) для любого ε > 0 существует число Cε = Cε(V) > 0 такое, что для всех ϕ ∈ H1(R2)
|V(ϕ,ϕ)| 6 ε ‖∇ϕ‖2L2(R2;C2) + Cε ‖ϕ‖L2(R2) .
Рассматриваемые формы V для функций ψ, ϕ ∈ H1(R2) ∩ C0(R2) (где C0(R2) — пространство





где µ — периодический с решеткой периодов Λ борелевский заряд (с локально конечной пол-
ной вариацией). Однако не всякую такую форму можно представить в виде (0.6) (см. [9]). В





где V : R2 → R — измеримая функция, для которой
√
|V | ∈ LΛ(R2).
Исследованию вопроса об абсолютной непрерывности спектра d-мерных (при d > 3) (обоб-
щенных) периодических операторов Шредингера посвящены многие работы (см. [3, 4, 12–18] и
более поздние статьи [19–23], а также ссылки в этих статьях).
Целью настоящей работы является получение новых условий на функцию g, обеспечиваю-
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щих абсолютную непрерывность спектра двумерного обобщенного периодического оператора
Шредингера (0.1). Относительно условий, при которых матричная функция Ĝ с помощью пери-
одической изотермической замены координат приводится к скалярному виду gÎ , см. [8]. Чтобы
не усложнять доказательства, предполагается, что A ≡ 0, и скалярный потенциал V : R2 → R
выбирается в виде измеримой функции, для которой
√
|V | ∈ LΛ(R2).
Доказательство теоремы 0.1 приведено в § 1. В § 2 доказывается лемма 1.1, а в § 3 — теорема
1.2, используемая при доказательстве теоремы 0.1.
§ 1. Доказательство теоремы 0.1















задаваемой в L2(R2) и имеющей область определения Q(Wg) = H




2), то скалярный потенциал V имеет нулевую грань относительно оператора −∆ в смысле
квадратичных форм. Поэтому формаWg замкнута и полуограничена и (в силу KLMN-теоремы)
порождает самосопряженный оператор Ĥg + V (см., например, [24]).
Рассмотрим полуторалинейную форму



















ψ, ϕ ∈ Q(Wg(k + iκe; ., .)) = H˜1(K),
заданную в L2(K), где k ∈ R2, e ∈ S1 = {x ∈ R2 : |x| = 1}, κ ∈ R. Из выбора функций g и V
следует, что для всех k+ iκe ∈ C2 форма Wg(k+ iκe; ., .) является замкнутой и секториальной.
Поэтому она порождает m -секториальный оператор













с некоторой областью определения D(Ĥg(k + iκe) + V ) ⊂ H˜1(K) ⊂ L2(K) (не зависящей от
комплексного вектора k + iκe ∈ C2) [24, 25]. Операторы Ĥg(k) + V (при κ = 0) являются
(полуограниченными) самосопряженными операторами с компактной резольвентой и, следо-
вательно, с дискретным спектром. Если векторы k ∈ R2 и e ∈ S1 фиксированы, то операторы
Ĥg(k+ ζe) + V, ζ ∈ C, образуют самосопряженное аналитическое семейство типа (B) (см. [25]).
Оператор Ĥg + V унитарно эквивалентен прямому интегралу∫
2piK∗
⊕ (Ĥg(k) + V ) dk
(2pi)2 v(K∗)
.
Унитарная эквивалентность устанавливается с помощью преобразования Гельфанда [3,4]. Син-
гулярный спектр оператора Ĥg +V пуст. Если λ — собственное значение (бесконечной кратно-
сти) оператора Ĥg+V, то из аналитической теоремы Фредгольма следует, что λ — собственное
значение операторов Ĥg(k + iκe) + V при всех k + iκe ∈ C2. Поэтому для доказательства аб-
солютной непрерывности спектра оператора (0.1) достаточно показать, что существует вектор
e ∈ S1 такой, что для любого λ ∈ R найдутся вектор k ∈ R2 и число ζ ∈ C, для которых
λ не является собственным значением оператора Ĥg(k + ζe) + V. Следовательно, теорема 0.1
вытекает из приводимой ниже теоремы 1.1.
Используемый здесь метод доказательства был впервые предложен в статье [12], в которой
рассматривался трехмерный периодический оператор Шредингера.
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Зафиксируем вектор γ ∈ Λ\{0}. Пусть e .= |γ|−1γ ∈ S1. Ортогональный базис {Ej}j=1, 2 в
R
2 выберем так, что E1 = e. Для всех N ∈ Λ∗, k ∈ R2 и κ ∈ R положим
G±N = G
±





2 + (κ ± (k2 + 2piN2))2
) 1
2 .
Будем далее выбирать векторы k ∈ R2, для которых k1 = pi|γ|−1. В этом случае
G±N > |k1 + 2piN1| >
pi
|γ| , max± G
±
N > |κ| , G+NG−N = |(k + 2piN + iκe)2| > 2pi
|κ|
|γ| .





G±N (k + iκe)
)s
ϕN e
2pii (N,x), ϕ ∈ D(Ĝ s±) = H˜s(K).
Далее используются краткие обозначения Ĝ± = Ĝ 1± . Операторы Ĝ+ и Ĝ− коммутируют между














































1 + 2pi|N −M | |fN−M | ·
√
1 + 2pi|M | |f˜M | = ‖f‖ 1
2








1 + 2pi|N2|, справедливое для






) — банахова алгебра.
Т е о р е м а 1.1. Пусть V : R2 → R — измеримая функция, для которой
√
|V | ∈ LΛ(R2),
λ ∈ R и для положительной непрерывной функции g : R2 → R выполняются включения
√




2); e = E1 = |γ|−1γ, γ ∈ Λ\{0}. Тогда найдутся константа C = C(|γ|) > 0
и сколь угодно большие числа κ > 0 такие, что для всех векторов k ∈ R2, для которых
k1 = pi|γ|−1, и всех функций ϕ ∈ H˜1(K)
sup

















+ (k + iκe)Ĝ
1
2− (k + iκe)ϕ‖L2(K) .
Доказательство теоремы 1.1 приведено в конце этого параграфа. Оно опирается на теорему
1.2 и леммы 1.1 и 1.2.




2) найдутся сколь угодно большие числа
κ > 0 такие, что для всех векторов k ∈ R2, для которых k1 = pi|γ|−1, и всех функций
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+ (k + iκe)Ĝ
− 1
2− (k + iκe)ψ, fĜ
1
2− (k + iκe)Ĝ
− 1
2





где C1 = C1(|γ|) > 0 — некоторая константа (γ ∈ Λ\{0} и e = E1 = |γ|−1γ).
































ϕ‖ , ψ, ϕ ∈ H˜1(K).
Теорема 1.2 доказывается в § 3. Доказательство следующей леммы приведено в § 2.
Л е м м а 1.1. Для любого тригонометрического многочлена f : R2 → C (с решеткой
периодов Λ ⊂ R2) найдется число κ˜0 > 0 такое, что для всех κ > κ˜0 , всех векторов k ∈ R2,




+ (k + iκe)Ĝ
1





+ (k + iκe)Ĝ
1
2− (k + iκe)ϕ‖L2(K),
где C2 = C2(|γ|) > 0 — некоторая константа (γ ∈ Λ\{0}, e = |γ|−1γ).
Л е м м а 1.2. Пусть V˜ ∈ LΛ(R2) (и e = E1 = |γ|−1γ, γ ∈ Λ\{0}). Тогда для любого ε > 0
найдется число κ0 = κ0(ε, |γ|, V˜ ) > 0 такое, что для всех κ > κ0 , всех векторов k ∈ R2, для
которых k1 = pi|γ|−1, и всех функций ϕ ∈ H˜1(K)
‖V˜ ϕ‖L2(K) 6 ε ‖Ĝ
1
2
+ (k + iκe)Ĝ
1
2− (k + iκe)ϕ‖L2(K) .





‖(k − i∇)ϕ‖L2(K;C2) +C ε
4
, V˜ ‖ϕ‖L2(K), ϕ ∈ H˜1(K)
(см., например, доказательство теоремы 3 в [23]). Для функции ϕ ∈ H˜1(K) определим функции
ϕ± ∈ H˜1(K) с коэффициентами Фурье (для всех N ∈ Λ∗)
(ϕ+)N =
{
ϕN , если k2 + 2piN2 > 0,
0 , если k2 + 2piN2 < 0,
(ϕ−)N =
{
0 , если k2 + 2piN2 > 0,
ϕN , если k2 + 2piN2 < 0;
ϕ = ϕ+ + ϕ− . Тогда
‖V˜ ϕ‖ 6 ‖V˜ ϕ+‖+ ‖V˜ ϕ−‖ 6 ε
4







(‖Ĝ−ϕ+‖+ ‖Ĝ+ϕ−‖) + 2C ε
4
, V˜ ‖ϕ‖.
Выберем теперь любое положительное число
















Кроме того, Ĝ+N (k+ iκe) > Ĝ
−
N (k+ iκe), если k2 +2piN2 > 0, и Ĝ
−
N (k+ iκe) > Ĝ
+
N (k+ iκe) при




































Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1.1. Пусть C1 = C1(|γ|) > 0 и C2 = C2(|γ|) > 0 —





















Существует вещественнозначный тригонометрический многочлен G (с решеткой периодов Λ ⊂
R
2), для которого
‖√g G − 1‖L∞(R2) 6 ‖
√












(тогда G(x) > 23 g−
1































(−1)l(√g G − 1)l,











‖√g G − 1‖l1
2
6 δ(1 − δ)−1‖√g‖ 1
2









2). Из предыдущих оценок получаем
‖g˜‖ 1
2
= ‖g − G−2‖ 1
2
6 ‖G−1 −√g ‖ 1
2








Пусть p̂j = kj − i ∂∂xj , j = 1, 2; p̂± = p̂1 ± p̂2 . Справедливы равенства
















(V − λ)ψϕdx =
= X1 + X2 +
∫
K
























(p̂− − iκ)ψ,G−2(p̂− + iκ)ϕ
)
.
Вначале оценим |X1|. Так как

















(p̂+ − iκ)ψ = Ĝ−(k + iκe)ψ ′, (p̂− − iκ)ψ = Ĝ+(k + iκe)ψ ′′,
(p̂+ + iκ)ϕ = Ĝ+(k + iκe)ϕ
′, (p̂− + iκ)ϕ = Ĝ−(k + iκe)ϕ ′′,
где для каждого N ∈ Λ∗ модули коэффициентов Фурье функций ψ ′, ψ ′′ ∈ H˜1(K) совпадают с
модулями коэффициентов Фурье функции ψ ∈ H˜1(K), а модули коэффициентов Фурье функ-
ций ϕ ′, ϕ ′′ ∈ H˜1(K) совпадают с модулями коэффициентов Фурье функции ϕ ∈ H˜1(K). Из тео-
ремы 1.2 и замечания 1 следует, что существует неограниченное сверху множество M ⊆ (0,+∞)
такое, что для всех κ ∈ M, всех векторов k ∈ R2, для которых k1 = pi|γ|−1, и всех функций
ψ, ϕ ∈ H˜1(K)∣∣((p̂+ − iκ)ψ, g˜(p̂+ + iκ)ϕ)∣∣ = |(Ĝ−ψ ′, g˜ Ĝ+ϕ ′)| = |(Ĝ+ϕ ′, g˜ Ĝ−ψ ′)| 6


























2−ϕ‖ ,∣∣((p̂− − iκ)ψ, g˜(p̂− + iκ)ϕ)∣∣ = |(Ĝ+ψ ′′, g˜ Ĝ−ϕ ′′)| 6









































Теперь последний интеграл в правой части равенства (1.8) оценим с помощью леммы 1.2. Пусть
M
′ = M ∩ [κ0(ε, |γ|,
√
|V |),+∞) (где число κ0(ε, |γ|,
√




2) в лемме 1.2). Тогда для всех κ ∈ M ′, всех векторов k ∈ R2, для которых k1 = pi|γ|−1, и






































. Для заданной функции ϕ ∈ H˜1(K) (и для чисел κ ∈ M ′ и векторов k ∈ R2,
для которых k1 = pi|γ|−1) будем далее выбирать ненулевую функцию ψ ∈ H˜1(K) так, чтобы
выполнялось равенство
(














Такую функцию ψ можно выбрать, так как для всех N ∈ Λ∗∣∣((k1 + 2piN1)− i(k2 + 2piN2 − κ))((k1 + 2piN1) + i(k2 + 2piN2 + κ))∣∣ = G+N (k + iκ)G−N (k + iκ)
(и G — тригонометрический многочлен). Пусть κ˜0 > 0 — число из леммы 1.1, определяемое
для тригонометрического многочлена G. Обозначим M ′′ = M ′ ∩ [κ˜0,+∞). Тогда из леммы 1.1












































































(использована также оценка (1.3)). Выберем число κ1 > 0 так, что
|γ|
2piκ1





Используя равенство (1.8), из оценок (1.9), (1.10), (1.11) и выбора чисел δ и ε (см. (1.4) и (1.5))
для всех κ ∈ M ′′ ∩ [κ1,+∞), всех векторов k ∈ R2, для которых k1 = pi|γ|−1, и всех функций
ϕ ∈ H˜1(K) получаем оценку









































где C = 13 C
−2
2 . Оценка (1.1) следует из последнего неравенства, так как для любой ненулевой
функции ϕ ∈ H˜1(K) (определяемая ею) функция ψ ∈ H˜1(K) также ненулевая. 
§ 2. Доказательство леммы 1.1




2) и ϕ ∈ H˜ 12 (K) функция fϕ принадлежит
пространству H˜
1
2 (K) и (при всех k ∈ R2 и κ ∈ R) выполняются оценки
∥∥(Ĝ 12± (k + iκe)f − fĜ 12± (k + iκe))ϕ∥∥ 6 ‖f‖( 1
2
) ‖ϕ‖. (2.1)
Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим вначале, что f — тригонометрический много-
член (с решеткой периодов Λ ⊂ R2) и ϕ ∈ H˜ 12 (K) (тогда Ĝ
1
2±ϕ ∈ L2(K) и fϕ ∈ H˜
1
2 (K)).
Так как для всех N1, N2 ∈ Λ∗∣∣√G±N1(k + iκe)−
√
G±N2(k + iκe)
∣∣ 6 √2pi|N1 −N2| ,









































2) (и ϕ ∈ H˜ 12 (K)). Выберем
любую последовательность fν , ν ∈ N, тригонометрических многочленов (с решеткой периодов
Λ), для которой (fν)0 = f0 при всех ν ∈ N и ‖f − fν‖( 1
2
) → 0 при ν → +∞. Последовательности
функций fνĜ
1
2±ϕ (поточечно и) в L2(K) сходятся к функциям fĜ
1
2±ϕ. С другой стороны, fνϕ ∈
H˜
1





2± )ϕ, ν ∈ N, — фундаментальные последовательности в L2(K). Следовательно,
последовательности функций Ĝ
1
2±fνϕ при ν → +∞ сходятся в L2(K) к некоторым функциям.
Но fνϕ → fϕ при ν → +∞ (поточесно и) в L2(K) и операторы Ĝ
1
2± замкнуты, поэтому также









теперь следуют из этих же оценок, доказанных для тригонометрических многочленов fν , ν ∈ N.
Лемма 2.1 доказана. 
Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 1.1. Пусть R = R(f) > 0 — минимальное число такое,
что 2pi|M | 6 R для всех M ∈ Λ∗, для которых fM 6= 0. Ограничения (снизу) на число κ˜0 будут
уточняться по ходу доказательства. Вначале предположим, что κ˜0 > 2R (тогда R 6
κ
2 ). Для









2pii (N,x), x ∈ R2,
где
Ko = {N ∈ Λ∗ : |k + 2piN | > 2κ}, K+ = {N ∈ Λ∗ : |k + 2piN | 6 2κ, k2 + 2piN2 > 0},
K− = {N ∈ Λ∗ : |k + 2piN | 6 2κ, k2 + 2piN2 < 0}.
Если |k+2piN | 6 2κ −R для некоторого N ∈ Λ∗, то (fϕo)N = 0. Поэтому (fϕo)N = 0 при всех




|k + 2piN | < G±N (k + iκe) <
5
3
|k + 2piN | .



































) ‖Ĝ 12+ Ĝ 12−ϕo‖ .
Будем теперь выбирать число κ˜0 > 0 так, что
10
3κ˜0
‖∇f‖L∞(R2;C2) 6 ‖f‖L∞(R2) .















Если |k + 2piN | > 2κ + R или k2 + 2piN2 < −R, то (fϕ+)N = 0. Поэтому (fϕ+)N = 0 для всех
N ∈ Λ∗, для которых либо |k+2piN | > 5κ2 , либо k2 + 2piN2 < −κ2 . С другой стороны, при всех
N ∈ Λ∗, для которых |k + 2piN | 6 5κ2 и k2 + 2piN2 > −κ2 , справедливы оценки
κ
2




































































+‖) + ‖f‖L∞(R2) ‖Ĝ 12+ Ĝ 12−ϕ+‖ .
Так как ‖f‖( 1
2
) 6 ‖f‖ 1
2
, ‖f‖L∞(R2) 6 ‖f‖ 1
2
и для всех векторов k ∈ R2, для которых k1 = pi|γ|−1,

































Аналогичным образом, (fϕ−)N = 0 при всех N ∈ Λ∗, для которых либо |k + 2piN | > 5κ2 , либо
k2 + 2piN2 >
κ































































































Теперь доказываемая в лемме 1.1 оценка непосредственно вытекает из (2.2), (2.4) и (2.5). (При
этом можно положить C2 = 6 + 3
√
|γ|.)
§ 3. Доказательство теоремы 1.2
Будем предполагать, что векторы k ∈ R2 удовлетворяют условию k1 = pi|γ|−1; γ ∈ Λ\{0},
e = E1 = |γ|−1γ. Для чисел κ > 0 и b ∈ (0,κ) определим множества
C(b)± = C(b)± (k + iκe) = {N ∈ Λ∗ : G∓N (k + iκe) 6 b};
C(b)+ ∩ C(b)− = ∅. Если N ∈ C(b)± , то
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2κ − b 6 G±N (k + iκe) 6 2κ + b. (3.1)








2pii (N,x), x ∈ R2
(в качестве функций Φ рассматриваются функции ψ, ϕ ∈ L2(K)). Если C(b)± = ∅, то считаем,
что Φ
(b)
± (x) ≡ 0, x ∈ R2. Числа κ > 0 в дальнейшем выбираются вполне определенным образом.
Ограничения на них накладываются по ходу доказательства (при этом при введении новых
ограничений все предыдущие предполагаются выполненными). Введем краткое обозначение










+ ϕ), ψ, ϕ ∈ L2(K).
Пусть a ∈ [κ4 , κ2 ]. Доказательство неравенства (1.2) сводится к получению соответствующих






































































































то с помощью леммы 2.1 получаем






























‖ψ(a)+ ‖ · ‖ϕ(a)+ ‖ .
Аналогичным образом,

































‖ψ(a)− ‖ · ‖ϕ(a)− ‖ .
С помощью (3.1) непосредственно выводится оценка














+ ‖ 6 (3.4)











+ ‖ 6 a(2κ − a)−1 ‖f‖ 1
2





‖ψ(a)− ‖ · ‖ϕ(a)+ ‖ .





Л е м м а 3.1. Существует неограниченное сверху множество K ⊆ [10pi,+∞) такое,
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что для любого κ ∈ K найдется число a ∈ [κ4 , κ2 ] такое, что для любых векторов k ∈ R2, для
которых k1 = pi|γ|−1, и всех функций ψ, ϕ ∈ L2(K)








)−1 ‖ψ(a)+ ‖ · ‖ϕ(a)− ‖ , (3.5)
где C3 > 0 — некоторая универсальная константа.




M ∈Λ∗ :κ(J) 62piM2 65κ(J)
√








расходится), то существует бесконечное множество M˜ ⊆ N \{1} такое, что
для всех J ∈ M˜ ∑
M ∈Λ∗ :κ(J) 62piM2 65κ(J)
√




M ∈Λ∗ :κ(J) 62piM2 65κ(J)












Существует число J˜ = J˜(Λ, |γ|) ∈ N, для которого
5−J˜+1 <
√
2 |γ| 6 5 J˜+1 (3.7)
и
C (κ(J)/2)± (k + iκ′e) 6= ∅ (3.8)
для всех чисел J ∈ M˜, для которых J > J˜ , всех κ′ > κ(J) и всех векторов k ∈ R2 (таких, что
k1 = pi|γ|−1). Обозначим
M .= M˜
⋂
{J˜ , J˜ + 1, . . . } .








В дальнейшем выбирается любое число J ∈ M (для него κ(J) > 10pi). Пусть κ ∈ [κ(J), 2κ(J)].
Конкретное значение числа κ будет выбрано далее в зависимости от J ∈M (но не от вектора
k ∈ R2). Будем пока рассматривать произвольные числа κ ∈ [κ(J), 2κ(J)]. Для всех j ∈ N
определим множества (зависящие от k и κ)
C (κ(J)/2)± {j} = C (2
−jκ(J))
± (k + iκe) \ C (2
−j−1κ(J))
± (k + iκe) =
= {N ∈ Λ∗ : 2−j−1κ(J) < G∓N (k + iκe) 6 2−jκ(J)}.









(где [ξ] — целая часть числа ξ ∈ R). Если j > j0 , то
C (2−jκ(J))± (k + iκe) ⊆ C (2
−j0κ(J))
± (k + iκe) = ∅
(так как |k1 + 2piN1| > pi|γ|−1 для всех векторов N ∈ Λ∗). Поэтому из (3.8) следует, что j0 > 2
(и, в частности, 5−J+1 6 |γ| ).
Для всех j, l = 1, . . . , j0 − 1 обозначим через Mjl(J ;κ) множество векторов M ∈ Λ∗, для
которых (
(2piM1)




2pi|M1| 6 2−min{j,l}+1κ(J) 6 κ(J), |2piM2 − 2κ| 6 2−min{j,l}+1κ(J) 6 κ(J)
(в частности, справедливы оценки 2piM2 > 2κ − κ(J) > κ > κ(J)). Если вектор M ∈ Λ∗
представим в виде M =M ′ −M ′′, где





2 + (2piM2 − 2κ)2
) 1
2 6 2−jκ(J) + 2−lκ(J) 6 2−min{j,l}+1κ(J).
Поэтому M ∈ Mjl(J ;κ).





N ∈C (κ(J)/2)+ {j}
(




















2pii (M,x), x ∈ R2
(если какое-либо из множеств Mjl(J ;κ), C (κ
(J)/2)
+ {j} или C (κ
(J)/2)
− {l} пустое, то соответствую-


























− ) . (3.10)



















‖ψ˜ [j]+ ‖2 6
5κ
2
‖ψ (κ(J)/2)+ ‖2, (3.11)
j0− 1∑
l=1
‖ϕ˙ [l]− ‖2 6
5κ
2
‖ϕ (κ(J)/2)− ‖2. (3.12)
Для векторов M ∈ Mjl(J ;κ) имеем
κ
(J)


























|fM | ·meas {κ ∈ [κ(J), 2κ(J)] :M ∈ Mjl(J ;κ)}
(где meas — мера Лебега на R). Так как
{κ ∈ [κ(J), 2κ(J)] :M ∈ Mjl(J ;κ)} ⊆ {κ : |2piM2 − 2κ| 6 2−min{j,l}+1κ(J)} ,
то














4 − 1)−1(2j0 − 3) < 2 (2
1
















M ∈Λ∗ :κ(J) 62piM2 65κ(J)









где C4 = 8 (2
1
4 − 1)−1 log2 5 . Из последней оценки для Z(J) вытекает существование (не зави-
сящего от вектора k ∈ R2) числа κ = κ(κ(J)) ∈ [κ(J), 2κ(J)] (именно такое число выбирается в



























Следовательно, для всех j, l = 1, . . . , j0 − 1












Получим теперь оценку для |Y (ψ (κ(J)/2)+ , ϕ (κ
(J)/2)






















‖ϕ˙ [l]− ‖ ,
то из (3.10) следует























‖fjl‖L∞(R2) ‖ψ˜ [j]+ ‖ · ‖ϕ˙ [l]− ‖ .
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Для всех L = 2, . . . , 2j0 − 2 обозначим
FL = max
j, l : j+ l=L
‖fjl‖L∞(R2) ,
и пусть jL, lL ∈ {1, . . . , j0 − 1} — (некоторые) числа, для которых jL + lL = L и FL =














































2 FL ‖ψ (κ
(J)/2)


































max{jL,lL}− 14 min{jL,lL}. (3.17)
Для всех L = 2, . . . , 2j0 − 2 упорядоченные пары чисел (jL, lL) попарно различны (так как
jL + lL = L). Более того, для любых чисел ν1 ∈ {1, . . . , j0 − 1} и ν2 ∈ {1, . . . , ν1} существует



























4 − 1)−1 (
√







Теперь из (3.15), (3.16) и (3.17) следует оценка
|Y (ψ (κ(J)/2)+ , ϕ (κ
(J)/2)








)−1 ‖ψ (κ(J)/2)+ ‖ · ‖ϕ (κ(J)/2)− ‖ ,






2 + 1)2 C4 . Осталось определить множество K как объединение всех
чисел κ = κ(κ(J)) ∈ [κ(J), 2κ(J)], соответствующих числам κ(J), J ∈M. При этом для каждого
числа κ = κ(κ(J)) ∈ K выбирается число a = κ(J)2 ∈ [κ4 , κ2 ]. 
Получим теперь оставшиеся оценки. Обозначим ψ(a)
.
= ψ−ψ(a)+ −ψ(a)− , ϕ(a) .= ϕ−ϕ(a)+ −ϕ(a)−
(где a ∈ [κ4 , κ2 ], κ > 0). Если N ∈ Λ∗\(C
(a)
























(a)‖ 6 3 ‖ϕ(a)‖
и, следовательно,












(a)‖ 6 9 ‖f‖ 1
2
‖ψ(a)‖ · ‖ϕ(a)‖ . (3.19)
































































‖ψ(a)‖ · ‖ϕ(a)+ ‖ , (3.20)





















M ∈Λ∗ : 2pi|M |> a
2
fM e




M ∈Λ∗ : 2pi|M |> a
2






M ∈Λ∗ : 2pi|M |> a
2
√
















































− − ϕ(a/2)− )‖ 6
√
17 ‖ϕ(a)− − ϕ(a/2)− ‖ . (3.24)
С другой стороны, если N1 ∈ Λ∗\(C (a)+ ∪ C (a)− ) и N2 ∈ C (a/2)± , то
2pi |N1 −N2| > a
2
. (3.25)
Поэтому из (3.22), (3.23) и (3.24) вытекает оценка















































































‖ψ(a)‖ · ‖ϕ(a)− ‖ .
























+ − ψ(a/2)+ )‖ 6
√
17 ‖ψ(a)+ − ψ(a/2)+ ‖ ,
из которых, а также из (3.22) и (3.25) получаем














































































‖ψ(a)+ ‖ · ‖ϕ(a)‖ .
Для завершения доказательства теоремы 1.2 осталось воспользоваться оценками (3.2), (3.3),
(3.4), (3.5), (3.19), (3.20), (3.21), (3.26) и (3.27). При этом числа κ = κ(κ(J)) принадлежат
множеству K, определяемому в лемме 3.1, и для каждого числа κ = κ(κ(J)) (как и в лемме
3.1) выбирается число a = κ
(J)
2 ∈ [κ4 , κ2 ]. 
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On the spectrum of a two-dimensional generalized periodic Schro¨dinger operator
Absolute continuity of the spectrum of a two-dimensional generalized periodic Schro¨dinger operator with continuous
metric g and scalar potential V is proved provided that the Fourier coefficients of the functions g±1/2 satisfy the
condition
∑
|N |1/2|(g±1/2)N | < +∞ and the scalar potential V has relative bound zero with respect to the operator
−∆ in the sense of quadratic forms.
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